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認知診断モデル CDM
(cognitive diagnostic model, 
diagnostic classification model)

項目反応モデル IRT
(item response theory)

利用目的 形成的評価 総括的評価
潜在変数 2値（習得／未習得） 連続
-の粒度 小さめ (例: 分母の有理化) 大きめ (例: 数学力)
-の次元数 多次元 基本は1次元

形成的評価と総括的評価
 認知診断モデル(CDM)  項目反応モデル(IRT)
P 𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1|𝛼𝛼𝑖𝑖 = 1 − 𝑠𝑠𝑖𝑖

𝜂𝜂𝑖𝑖𝑖𝑖𝑔𝑔𝑖𝑖
1−𝜂𝜂𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝜂𝜂𝑖𝑖𝑖𝑖 = ∏𝑘𝑘=1

𝐾𝐾 𝛼𝛼𝑐𝑐𝑖𝑖𝑘𝑘
𝑞𝑞𝑖𝑖𝑗𝑗 P 𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1|𝜃𝜃𝑖𝑖 = logit−1(𝑎𝑎𝑖𝑖(𝜃𝜃𝑖𝑖 − 𝑏𝑏𝑖𝑖))

形成的評価

…

総括的評価
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 Takeaways:
認知診断モデルは、多次元の学習要素習得状態を推定し、形成的評価
に活用するための有用な枠組み

変分ベイズ推定により高速で実用的な推定が実現できる
一般化モデル/Q行列推定/多肢選択型モデルなど、多様な状況への適
用が可能で様々な拡張が提案できる

パッケージ開発や共同研究・社会実装により応用の進展が期待される

本日の流れとTakeaways
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 認知診断モデルの概要（DINAモデル）
 提案する変分ベイズ推定法
 拡張: １. 一般化CDMでの推定

２. テスト構造（Q行列）推定
３. 多肢選択情報活用モデル

 応用  １. Rパッケージ
２. 漢字の学習診断



DINAモデル（最も基本的な認知診断モデル）

問題項目
引き算

足し算

掛け算𝟏𝟏 − 𝟓𝟓 + 𝟑𝟑 =?

アトリビュート習得状態

𝟐𝟐 + 𝟐𝟐 × 𝟕𝟕 =?

理想反応

足し算・引き算の習得が必要
𝒒𝒒𝑖𝑖 = (1,1,0,0)

「掛け算」が未習得
𝜂𝜂𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0

割り算

正答

誤答

(deterministic inputs, noisy “and” gate model; Junker & Sijtsma, 2001)

足し算・掛け算の習得が必要
𝒒𝒒𝑖𝑖 = (1,0,1,0)

両アトリビュート習得済
𝜂𝜂𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1

 理想反応に確率的ノイズが加わり項目反応𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 が観測される
 Guessing（当て推量）の確率𝑔𝑔𝑖𝑖
 Slip（うっかりミス）の確率𝑠𝑠𝑖𝑖

5 0, 1, 0, 0

アトリビュート
習得パターン𝛼𝛼𝑙𝑙𝑘𝑘

4 0, 0 1, 1

6 0, 1, 0, 1

1     0, 0, 0, 0
2 0, 0, 0, 1
3 0, 0, 1, 0

7 0, 1, 1, 0
8 0, 1, 1, 1
9 1, 0, 0, 0
10 1, 0, 0, 1
11 1, 0, 1, 0
12 1, 0, 1, 1
13 1, 1, 0, 0
14 1, 1, 0, 1
15 1, 1, 1, 0
16 1, 1, 1, 1

(𝐾𝐾 = 4, 𝐿𝐿 = 24 = 16)
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項目
特徴

𝜶𝜶𝑖𝑖 = (1,1,0,0)



DINAモデル（最も基本的な認知診断モデル）
DINAモデルの項目反応関数は

P 𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1 𝑠𝑠𝑖𝑖 ,𝑔𝑔𝑖𝑖 , 𝒛𝒛𝑖𝑖;𝒒𝒒𝑖𝑖 ,𝜶𝜶𝑙𝑙 = 1 − 𝑠𝑠𝑖𝑖
𝜂𝜂𝑖𝑖𝑖𝑖𝑔𝑔𝑖𝑖

1−𝜂𝜂𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑠𝑠𝑖𝑖𝜂𝜂𝑖𝑖𝑖𝑖 1 − 𝑔𝑔𝑖𝑖
1−𝜂𝜂𝑖𝑖𝑖𝑖 1−𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖

 𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖:項目反応 （2値,𝑁𝑁 × 𝐽𝐽;観測データ）
 𝑞𝑞𝑖𝑖𝑘𝑘: Q行列（2値, 𝐽𝐽 × 𝐾𝐾; 事前指定済みのテスト構造）
 𝐿𝐿 = 2𝐾𝐾: 潜在クラス数（可能な全アトリビュート習得状態パターン数）
 𝛼𝛼𝑙𝑙𝑘𝑘: アトリビュート習得パターン（2値, 𝐿𝐿 × 𝐾𝐾）
 𝑧𝑧𝑖𝑖𝑙𝑙:クラス所属インディケータ（2値, 𝑁𝑁 × 𝐿𝐿, ∑𝑙𝑙=1𝐿𝐿 𝑧𝑧𝑖𝑖𝑙𝑙 = 1 ; 潜在変数）
 𝜂𝜂𝑙𝑙𝑖𝑖 = ∑𝑘𝑘=1𝐾𝐾 𝛼𝛼𝑙𝑙𝑘𝑘

𝑞𝑞𝑖𝑖𝑗𝑗 :潜在クラス𝑙𝑙の理想反応（項目𝑗𝑗へ本来正答できるか）
 𝜂𝜂𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝜼𝜼𝑖𝑖⊤𝒛𝒛𝑖𝑖 = ∑𝑙𝑙=1𝐿𝐿 𝜂𝜂𝑙𝑙𝑖𝑖𝑧𝑧𝑖𝑖𝑙𝑙: 解答者𝑖𝑖の理想反応
 𝑔𝑔𝑖𝑖 = P(𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1|𝜂𝜂𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0): 当て推量での正答確率（連続, 𝐽𝐽 × 1, パラメータ）
 𝑠𝑠𝑖𝑖 = P(𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0|𝜂𝜂𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1): うっかりの誤答確率（連続, 𝐽𝐽 × 1, パラメータ）
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DINAモデルの事前分布設定と変分ベイズ推論
 P 𝑠𝑠𝑖𝑖 α𝑠𝑠,β𝑠𝑠 ∝ 𝑠𝑠𝑖𝑖

α𝑠𝑠−1 1 − 𝑠𝑠𝑖𝑖
β𝑠𝑠−1 （ベータ分布）

 P 𝑔𝑔𝑖𝑖 α𝑔𝑔,β𝑔𝑔 ∝ 𝑔𝑔𝑖𝑖
α𝑔𝑔−1 1 − 𝑔𝑔𝑖𝑖

β𝑔𝑔−1 （ベータ分布）
 P 𝒛𝒛𝑖𝑖 𝛑𝛑 ∝ ∏𝑙𝑙 π𝑙𝑙

𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖 （カテゴリカル分布）
 P 𝛑𝛑 𝛅𝛅 ∝ ∏𝑙𝑙 π𝑙𝑙

δ𝑖𝑖−1（ディリクレ分布）
 事後分布に対して次の仮定（平均場近似）を置くことを提案
 𝑞𝑞 𝐙𝐙,𝛑𝛑, 𝒔𝒔,𝒈𝒈 = 𝑞𝑞 𝐙𝐙 𝑞𝑞 𝛑𝛑, 𝒔𝒔,𝒈𝒈 = ∏𝑖𝑖 𝑞𝑞 𝒛𝒛𝑖𝑖 𝑞𝑞 𝛑𝛑 ∏𝑖𝑖 𝑞𝑞 𝑠𝑠𝑖𝑖 𝑞𝑞 𝑔𝑔𝑖𝑖

 最適変分事後分布の各要素が事前分布と同じ分布族になる
 たとえば𝑞𝑞∗ 𝑠𝑠𝑖𝑖 ∝ 𝑠𝑠𝑖𝑖

α𝑠𝑠𝑖𝑖
∗ −1

1 − 𝑠𝑠𝑖𝑖
β𝑠𝑠𝑖𝑖
∗ −1（ベータ分布）

𝛼𝛼𝑠𝑠𝑖𝑖
∗ = ∑𝑖𝑖 𝛈𝛈𝑖𝑖⊤𝔼𝔼𝑞𝑞 𝒛𝒛𝑖𝑖 𝒛𝒛𝑖𝑖 1 − 𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝛼𝛼𝑠𝑠, 𝛽𝛽𝑠𝑠𝑖𝑖

∗ = ∑𝑖𝑖 𝛈𝛈𝑖𝑖⊤𝔼𝔼𝑞𝑞 𝒛𝒛𝑖𝑖 𝒛𝒛𝑖𝑖 𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝛽𝛽𝑠𝑠
 これを利用して、潜在変数とパラメータの更新、期待値の更新を繰り返
す変分EMアルゴリズムを構築できる

6
(Yamaguchi & Okada, 2020, J Educ Behav Stat)



(Yamaguchi & Okada, 2020, J Educ Behav Stat)
7

……

 提案手法はMCMC法と同等の推定値をはるかに高速に推定
 平均場近似による事後SDの過小評価は見られるが、その程度は大きくな
く、提案した変分ベイズ推定は実用的方法と言える

DINAモデルの変分ベイズ推論 推定値

推定時間

≈600

1.28

 分数の引き算の解答データ(Tatsuoka, 2002)
を分析. 𝑁𝑁 = 536,𝐾𝐾 = 8

推定時間

7(Yamaguchi & Okada, 2020, J Educ Behav Stat)



一般化モデルへの拡張
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59599.41

8.93

 一般化CDM(G-DINA model, de la Torre, 2011; LCDM, Henson et al., 2009)へ提案を拡張

 DINAモデルをはじめとする各種の
2値CDMは、この一般化CDMの
下位モデルとして表現できる

 英語運用能力を診断する
テストデータ(ECPE)の分
析例(フルモデル,𝑁𝑁 = 2922,𝐾𝐾 = 3)

 提案手法の高速性、実用性
がDINAの場合と同様示された (Yamaguchi & Okada, 2021, Psychometrika)

切片 主効果 1次の
交互作用

最高次の
交互作用

logit P 𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1 𝜹𝜹𝑖𝑖 ,𝜶𝜶𝑙𝑙 = δ𝑖𝑖𝑗 + �
𝑘𝑘=1

𝐾𝐾𝑖𝑖
∗

δ𝑖𝑖𝑘𝑘α𝑙𝑙𝑘𝑘 + �
𝑘𝑘′=𝑘𝑘+1

𝐾𝐾𝑖𝑖
∗

�
𝑘𝑘=1

𝐾𝐾𝑖𝑖
∗−1

δ𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘′α𝑙𝑙𝑘𝑘α𝑙𝑙𝑘𝑘′ +��� +δ𝑖𝑖1𝑗���𝐾𝐾𝑖𝑖∗�
𝑘𝑘=1

𝐾𝐾𝑖𝑖
∗

α𝑙𝑙𝑘𝑘



各種の2値CDM

多値への拡張・アトリビュート以外の潜在変数を含む拡張も各種提案されている
9

(山口・岡田, 2017, 行動計量学)



Q行列推定への拡張
 Q行列で指定されるテスト構造（下表）は、従来のCDMの枠組みでは、
専門家の知見や予備調査に基づき事前指定済とされていた

 しかしこれは強い仮定の一つと言え、専門家でも確信がないことも多い
 テスト構造のデータドリブンでスケーラブルな推定法が求められる
従来の課題：解空間の離散性と広さに由来する計算コスト

10

項目数J=4, アトリビュート数K=4の場合の
テスト構造を表す2値行列(Q行列)の例

項目 足し算 引き算 かけ算 割り算
3 + 2 − 1 =? 1 1 0 0

6
3 =? 0 0 0 1

5 × 3 − 3 =? 0 1 1 0
4 + 16 =? 1 0 0 0

4
項
目

4次元の学習要素（アトリビュート）

たとえば5次元20項目のテストの場合、
解は6.7179053e+29通り存在

推定対象は0と1の値をとる2値(離散)
行列であり、その可能なパターン数
は 2𝐾𝐾 − 1 𝐽𝐽通り

(Oka & Okada, 2023, Psychometrika)



確率的最適化あり

確率的最適化なし

 問題を対数周辺尤度の周辺化問題として定式化し、確率的近似と変分近
似を利用して対数周辺尤度を最大化する、スケーラブルな反復計算によ
る推定アルゴリズムを開発



提案手法は高速に高適合な解を探索できていた

Q行列推定への拡張
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Fraction Subtraction Dataset (Tatsuoka, 1983) TIMSS2003 Mathematics Dataset

(Oka & Okada, 2023, Psychometrika)



多枝選択解答情報を活用できるCDMへの拡張
 従来型のCDMは観測データを「正答／誤答」の2値でコーディング    

 どの選択肢を選んで誤答したのかという情報を活用できない

 構造化された多枝選択型DINAモデル(Ozaki, 2015)に基づき、部分的な知識
習得状態を表現できるよう拡張を行う 12

𝑦𝑦1 = 0 (誤答)

𝑦𝑦𝑗 = 1 (正答)

𝑦𝑦3 = 0 (誤答) 

観測データ

各問題が持つ項目パラメータ値（例：slip, 
guessingを考慮したCDMで習得状態を推定 時制○ 語彙× 関係詞× 

…



多肢選択解答情報を活用できるCDMへの拡張
 習得が求められる学習要素（欠損でない列）
 当該要素を習得済のとき選べる選択肢(1の要素)

13

時
制

語
彙

分
詞

関
係
詞

を各選択肢に付与

部分的な知識習得状態を考慮し、誤答情報を活用する
2種の多肢選択型認知診断モデルを開発した

PK1-S
PK1-M＊

MC-PK-DINA
モデル

＊
P 𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖𝑐𝑐 = 1 𝜶𝜶𝑖𝑖

=
1 − 𝜎𝜎𝑖𝑖
𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖

𝜂𝜂𝑖𝑖𝑖𝑖𝑐𝑐 +
𝜎𝜎𝑖𝑖
𝐶𝐶𝑖𝑖

(Fukushima & Okada, 2024, J Educ Behav Stat; Okada & Fukushima, AMPC 2024)

𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖 = �
𝑐𝑐=1

𝐶𝐶𝑖𝑖

𝜂𝜂𝑖𝑖𝑖𝑖𝑐𝑐



多肢選択解答情報を活用できるCDMへの拡張
 検証のため、教育心理の専門家監修のもと、時制・語彙・分詞・関係詞
の4学習要素を診断する英文法に関する4肢選択型テストを作成・実施

14

学習要素の下位構成要素 実際の出題画面例

※解答者には一定の英語力水準を要求した
(英検準2級もしくはTOEIC 450点以上)
そのため正答率は約75%と比較的高かった

提案モデル2つが、既存
モデルよりも優れた適合

既存モデルでは習得状態の過
大診断が見られたのに対し、
提案モデル2種はより妥当と考
えられる認知診断を行った

提案した多肢選択モデルの有効性が実テストデータで確認された

𝑁𝑁 = 500

(Fukushima & Okada, 2024, J Educ Behav Stat; Okada & Fukushima, AMPC 2024)



変分ベイズ推定Rパッケージの開発
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 開発した各種変分ベイズ推定法を実装
したRパッケージを開発・CRAN公開

既存の実装よりも高速・高効率
なことを確認

(Hijikata, Oka, Yamaguchi, & Okada, 2024, PsyArXiv; Okada, Hijikata, Yamaguchi, & Okada, AMPC2024)
開発したスケーラブルな推定法を広く利用可能にした



社会実装に向けた取り組み
日本漢字能力検定協会との共同研究

16

開発した認知診断モデルにより
漢字学習の背後にある学習要素を
特定し、学習支援へ繋げる

(Higashiguchi, Fukushima, & Okada, CFE-CMStatistics 2024; Fukushima, Higashiguchi, & Okada, AMPC2025)

(2024/05～)

…
学習対象アトリビュートの特定
出題形式に適したモデル開発

異なる実施回の問題を同一尺度
上で評価する等化法の開発

ことばの学びの診断的・形成的評価を
実現するために研究開発中



 Takeaways:
認知診断モデルは、多次元の学習要素習得状態を推定し、形成的評価
に活用するための有用な枠組み

変分ベイズ推定により高速で実用的な推定が実現できる
一般化モデル/Q行列推定/多肢選択型モデルなど、多様な状況への適
用が可能で様々な拡張が提案できる

パッケージ開発や共同研究・社会実装により応用の進展が期待される

まとめとTakeaways
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 認知診断モデルの概要（DINAモデル）
 提案する変分ベイズ推定法
 拡張: １. 一般化認知診断モデル

２. テスト構（Q行列）推定
３. 多枝選択型モデル

 応用  １. Rパッケージ
２. 漢字の学習診断
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モデルの提案と適用」

漢字能力検定協会共同研究「『認知診断モデル』を応用した評価ツー
ル開発」
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